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We construct the solutions of a class of solvable imbedding problems. Explicit 
examples are provided. 1’ 1985 Academic Press. Inc. 
En 1936, Witt a donne des formules explicites determinant les corps 
extensions galoisiennes de degre 8, a groupe de Galois quaternionien, d’un 
corps de caracteristique tgale ou differente de 2 [S]. On presente ici une 
mtthode effective de resolution de problemes de plongement particuliers, 
non consider& par Neukirch en [6], qui permet d’obtenir explicitement les 
solutions de ces problemes. On determine les formules donnant celles des 
plus simples d’entre eux (Theoremes 1 a 3). On montre que leur 
generalisation par lintaritt suffit a fournir toutes les solutions du cas local 
(Theoreme 4) et un critere de resolubilite, tant local que global, ne portant 
que sur les nombres du corps de base (Theoreme 5). Mais on ne voit pas de 
raison pour que ces formules livrent la totalite des solutions du cas global 
ou l’on met en evidence d’autres processus plus complexes (Sect. 6). La 
connaissance de [S] n’est pas necessaire. 
Dans tout ce qui suit: 
-p designe un nombre premier different de 2; 
-,uLp le groupe des racines p-iemes de l’unitb; 
--[, E pP une racine primitive fix&e une fois pour toutes; 
--on note lg(.) l’homomorphisme de pLp dans F, = Z/pZ qui a chaque 
racine p-i2me associe son exposant par rapport a [, : lg([;) = n, n E F, ; 
-K est un corps de caracttristique 0 contenant pP, et L/K une p- 
extension abtlienne elementaire linie de groupe de Galois G(L/K) = G d’or- 
dre quelconque: 1 G ) = [L: K] =p”, d E N *. 
On etudie les problemes de plongement de L/K a noyau d’ordre p; 
autrement dit, etant don&s un groupe d’ordre p qu’on identihe a /.+, en tant 
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que G-module trivial, et une classe de cohomologie E E H2(G, p,), on 
cherche s’il existe un corps N de degre p’ sur L, galoisien sur K, tel que 
l’extension correspondante des groupes de Galois soit d&rite par la m&me 
classe E. On dit alors que N/K est solution du probleme (L/K, E). I1 n’y a 
pas lieu ici de distinguer entre solutions faibles et propres comme dans le 
cas general (cf. [2]): 1 e noyau etant d’ordre premier, on obtient direc- 
tement qu’en les classes non nulles E E H*(G, Pi), tout probleme resoluble 
(L/K, E) est resoluble au sens propre (voir aussi [2, 2.31). Le terme 
“resoluble” signifie done toujours pour nous resoluble au sens propre. 
1. DI~OMPOSITION NUM~RIQUE DES CLASSES DE COHOMOLOGIE 
Munissons G de sa structure canonique de F,-espace vectoriel. Pour un 
2-cocycle z E 2*( G, Pi), l’application 
GxG+pLp 
(a, T)HZ(T, a) - l z(fJ, t) 
est bilinbaire, et elle ne depend que de la classe de cohomologie de z. Soit 
g:,,(G) le F,-espace des formes bilineaires alter&es sur G x G. A toute 
classe E E H*(G, p,), on sait done associer la forme f, E A?:,,(G) deiinie par 
f&(0, T) = lS(Z(& 0) ~ lz(o, T)) (a,z)~GxG (1) 
oti z est l’un quelconque des representants de E. L’application .swfE est un 
homomorphisme qui induit la suite exacte scindte 
0 --f H: (G PJ -+ H*(G P,) -+ %,(G) + 0 (2) 
oti H!+ (G, p,,) est le sous-espace de H2(G, pLp) des classes contenant un 2- 
cocycle symttrique (cf. [9, Theorem 2.2.1). 
Soit pareillement HZ (G, p,) le sous-espace de H2(G, pp) des classes con- 
tenant un 2-cocycle antisymetrique. Comme p est different de 2, on a la 
decomposition en some directe 
H*(G, PJ = H: (G, P,) 0 HZ (G, pJ; 
d’oh l’isomorphisme 
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Or 
d(d+ 1) 
dimFBH2(G, p,) = 2. 
Done 
dimEpIP+ (G, p,) = d. 
D’autre part pour z E Z*(G, ,u,), l’application 
G -+ up 
(6) 
CJH n z(cT”, a) 
vt F, 
est lineaire et ne depend que de la classe de z. A tome classe E E H*(G, pLp), 
on sait done associer un Clement du dual de G, g, E G*, d&i par 
g,(d=k($-W,o)) LEG, (7) 
OL’I z est l’un quelconque des representants de E. L’homomorphisme c-g, a 
pour noyau Hz- (G, pP); d’ou l’isomorphisme 
H: (G, pp) r G*. 
(8) 
Raisonnons maintenant sur les corps en remplacant G par le groupe de 
Kummer de l’extension L/K: Kx n L XP/KXP N H’(G, ,u~), qui lui est 
isomorphe. A tout element ti E Kx A L x P/Kx p correspond la forme lineaire 
sur G 
aHlg(a - %T(a”P)) o E G. (9) 
DEFINITION 1. Nous detinissons la classe de cohomologie symetrique 
qLIK(LI) E H’I+ (G, pp) (en abrege qLIK(u)), comme &ant l’image de l’tlement 
(9) de G* par la reciproque de l’isomorphisme (8). 




est un isomorphisme de IF,-espaces vectoriels. 
h41,20.?-4 
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A tout couple (~7, ~7’) d’elements de K” n L ‘“ilk; XF’ correspond, par un 
determinant, la forme bilineaire alter&e sur G x G 
DEFINITION 2. Nous definissons la classe de cohomologie antisymetri- 
que sLixl(& 5’) E HZ (G, cl,,) (en abrege ~~,,,&a, a’)) comme Ctant l’image de 
l’element (11) de Y&(G) par la reciproque de l’isomorphisme (4). 
L’application ainsi construite 
(K” nLxpjKxP)‘+ HI(G, p,,) 
(a, a’) I-+ FL,& a, a’) 
(12) 
est elle-m6me bilintaire et alternee. Si {&i>, <, G d est une base de 
K” r\ LXP/KXP, le sysdme {EL/K(6i~fi,)]r<;<j<d est une base de 
f? (G, P/, 1. 
On a prouve en particulier que pour toute classe E E H2( G, p,,), il existe 
des elements a,, a,, a’, ,..., a,,, a:, de K” n L XP/KXP, t& que l’on ait en 
notation additive 
i=l 
On dira que le membre de droite de (13) est une dkcomposition numbri- 
que de E. Done, chaque classe de H2(G, p,,) admet une d&composition numkri- 
que. 
Remargue. I1 aurait fallu noter ~~,~,~,(a) et ~~,~,~,(ti, a’) pour rappeler 
que ces representations different selon la racine primitive [, consider&e. 
Mais pour tout n E Fp” , on a simplement 
vLIK.fj4 = n ~ “I~,~.~,(@, I ~~,~.$a, a ) = n - 2&L,K,i,(% G 
ti, ii’ E K x n L “P/K’ “. On en deduit que les resultats qui suivent sont 
independants du choix de [,. 
2. CLASSES R~SOLUBLES 
Considtrons le sous-groupe multiplicatif T(L/K) de L x forme par les 
elements x tels que pour tout 0 E G, il existe I,E Lx verifiant 
X ~ ‘a(x) = x,‘. En tant qu’extension galoisienne de K, les corps N solution 
d’un probleme de plongement resoluble (L/K, E) s’ecrivent N= L(x”“) pour 
un x E T(L/K); et E est la classe du 2-cocycle z E Z2(G, p,) defini par 
--(a, T) = x,‘x,(T(x,) (a, z) E G x G. (1) 
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Soient alors les suites exactes de G-modules 
I+L”P+L” +L”jL”P+1, l-r~p+L”+L”P+l. 
XHXP 
Les suites de cohomologie associkes fournissent les fragments exacts 
Jo 1 + L”PnK” -+K” 4 (L”lL”“)G~ H’(G, Lxp) + 1 (2) 
1 +H’(G, LxP)A H2(G pp) 
‘PLIX + H’(G, L”). (3) 
Toute l’information, des nombres a la classe de cohomologie, est 
vkhiculke par l’homomorphisme composk 
x~~~:T(L/K)~(L~/L~~)~~ H’(G,LxP)a H2(G,pp) (4) 
ou la premiere fleche est la surjection canonique de lJL/K) sur 
T(L/K)IL xp = (L x/L xp)G. On vtrifie que xLIK(x) est prkciskment la classe 
du 2-cocycle (1). Le noyau de xLIK est Ker xLIK = Kx L Xp, et son image est 
Cgale au noyau de l’homomorphisme qLIK de la suite (3). 
En toute classe non nulle E E H’(G, p,), le probleme de plongement 
(L/K, E) est resoluble si et seulement si E appartient a Im xLIK. Nous dirons 
done que 
DEFINITION. Dans H’(G, pp), les elements de Im xLIK = Ker qLIK sont 
les “classes resolubles pour L/K”.’ 
En les classes E rtsolubles, les valeurs des formes f, (cf. Sect. 1 (1)) et 
g,(cf. Sect. 1 (7)) sont donnees par les formules suivantes: pour tout 
x E f(L/K) tel que xLIK(x) = E, 
g& 1) (a) = MN,&) avecN,?r,=.r,a(x,)...a”- ‘(xc), crag, (6) 
ou la famille {x,},,~ des elements de L ’ veriliant x,” = x ~ ‘a(x) peut &tre 
choisie arbitrairement. 
LEMME. Soient L’ un sous-corps de L contenant K, et G’ = G( L’IK). 
(1) Soit E une classe de H’(G, pp) admettant une dkcomposition 
, numerlque v].,x(ti,) + x7=, &.,,(L?;, iii.) oti a,, ti;, tii~ K” n L’XPJKXP, 
i=l . . . n. Alors 
’ Initialement nommtes “classes admissibles” dam [S]. 
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(i) E est &gale a l’injlation de G’ a G d’une classe et d’une seule E’ 
de H*(G’, u,,), a sauoir E’ = g,,.jK(iio) + I:‘=, E~.,.~(Z,, ii:). 
11 
L’IK. (“’ 
E est resoluble pour L/K si et seulement si E’ est resoluble pour 
(2) La restriction de l’homomorphisme xLIK au sous-groupe I’(L’IK) 
est &gale au compost de xLzIK p ar I’injlation de G’ a G: 
XLIKI~,L.!K, = inf,,,, 0 xLCIx. 
Demonstration. (1) (i) Soient ti, a’ E Kx /K *p. En revenant aux deux 
definitions de la section 1, on obtient que pour toute extension M/K con- 
tenant K(a’IP)/K (resp. K(a’jP, a”lP)/K) la classe qMIK(CS) (resp. ~~,~(ti, a’)) 
est &gale a l’inflation de G(K(alIP)/K) (resp. G(K(allP, a”‘r)/K)) A G(M/K) 
de v K~o~h~IK(4 (rev. EK(ol/P,,~llP),K(~, a’)). 0 n a done bien E = inf,.,,s’ par 
transitivite de l’inflation. L’unicite de E’ provient de ce que inf,,,, est injec- 
tive d’apres la suite exacte de Hochschild et Serre. 
(ii) Le diagramme suivant est commutatif: 




1 + H'(G', L'") I"f P H'(G,L")- H'(G(L/L'),L') 
Done (P~,,&E) = 0 si et seulement si (P~.,~(E’) = 0. 
(2) 11 suflit de revenir aux definitions. 
3. SOLUTIONS EXPLICITES DE PROBLkMES 
DE PLONGEMENT RkSOLUBLES 
Dans chaque enonce, l’element x E L dont les racines p-iemes engendrent 
le corps solution L(.x?‘) au probleme (L/K, E) v&lie precisement 
XL,K(X) = E. 
Le theoreme suivant fournit formellement toutes les solutions du “degre 
p3” traiti: en [S]. 
TH~OR~ME 1. Pour une extension L/K de degre au moins &gal a p (resp. 
p’), soit 
une classe non nulle de H*(G, up) (resp. dans laqueile a,, a; sont des elements 
lineairement independants de K” A L “PIK xp, et a, l’une quelconque de leur 
combinaison lineaire: a, = a;a;“‘n, n’ E lFr). 
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a=al, 6= 1, v=v’=O 
(resp.sin=n’=O:a=a,,6=O,v=Ov’=1;sin#Ooun’#O:a=a,,6=1, 
et on choisit v, V’ tels que nv’ - n’v = 1 mod p). 
(1) Le probkme de plongement (L/K, E) est &soluble si et seulement 
s’il existe un Pkment YE K(a’lP) de norme 
(2) Lorsqu’il en est ainsi, une solution du probkme (L/K, E) est l’exten- 
sion L(x’l”)JK avec 
oli a’lp est une racine p-@me arbitraire de a, et o un Pkment de G tel que 
a - ‘/Pg(a’lP) = [,. 
D&monstration. Traitons le cas dune classe E = qLIK(ii,,) + .s,,,(til, (5;), 
a, = Zla,“‘, n # 0 ou n’ # 0. Soit L’ = K(a i/p, ~7’~‘~). 11 est clair par bilinearite 
de sLpIK(., .) et le lemme de la section 2, que E E Ker pLIK si et seulement si 
E’ = qL~,K(ao) + E L,lK(~o, 60) E Ker rpLsl, ou l’on a pose b, = a;&‘. En outre, 
{a,, &} est une base de K x A L “P/K xp a laquelle correspond la base 
{o, 7: ) de G( L’/K) = G’ delinie par 
a0 ~ l/Pa(a~~p) = b; ‘/pT(bA/f’) = cp, a; llPT(ahlp) = 6; ‘lpo(b~~p) = 1. 
(1) Supposons que E’ E Ker qLfIK: E’ = x~,,~(w) pour un w E T(L’/K). 
De g,(r) = g,,.#,(ti,) (T) = 0 resulte par la section 2 (6) et le Thtoreme 90 de 
Hilbert qu’il existe I E L’ x, x E K(aA’P)“), tels que w = lpx; d’ou x~,,,&x) = E’. 
Soient x, E L’ x x,” = x - ‘o(x), et x, = 1. DefJa, T) =f~L,,K(~Oo.~Oo)(~, T) = 1 suit 
par la section 2 (5) que x, & K(ah’P), done K(aA’p)(x,) = K(aAjp, b$p). On en 
deduit, par la theorie de Kummer, qu’il existe y E K(aA@) pour lequel 
x, = yb; Q’. Or g,.(o) = 1 = lg(b; ‘N, y), d’oh NKt,jkjIK y = [,a;a’T’. 
(2) Pour prouver que cette condition est suffisante, considerons 
l’element de K(aA’p) : x = ah/P ya( y*) . . . ape 2( yp- ‘). L’extension L’(xlIP)/K 
est galoisienne, i.e. x E T(L’/K), car x- ‘a(x) = (b; “pap- i(y))“, 
x-'T(X)= 1. En prenant x, =t$ l’pOp-l( y), x, = 1, on vtrilie que 
g.&x) = g,, et f&x) = f,, . Comme deux elements de H’(G’, p,) ayant 
mCmes formes lintaires et bilineaires assocites sont tgaux, il vient 
xLpIK(x) = E’. Mais alors, par le lemme, 
xLIK(x) = inf,.,, 0 xLsIK(x) = inf,.,,s’ = E. 
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L’extension L(x”“)/K est done solution du probleme de plongement 
(UK, 8). Q.E.D. 
EXEMPLE. Tout probleme (L/K, ~~,~(a) + eLjK([,,, 6)) est resoluble, une 
solution Ctant l’extension L(cI”~~)/K: ~~,~(a’~~) = nLjr;(S) + ~~,k([,,, ii). 
TH~OR~~ME 2. Pour une extension L/K de degre au moins &gal ci p3 (resp. 
p”), soit 
une classe de H’(G, uLp) dans laquelle a,, ii,, 6; (resp. 5,) a’, , ii,, 6;) sont des 
elements lineairement independants de K” n LXP/KXP (resp. et 5, l’une 
quelconque de leur combinaison lineaire : 6, = ti;lci;“; ii;‘&“; n, n’ E IF,). On se 
fixe biE K”, 6,~ (0, l}, et vi, VIE F, (i= 1,2) comme suit: 
b, = a,, 6,=1 c&=0, v, = v; = v, = 0 v;= 1 
(resp.sinj=n~=O:b,=a,,6,=O,vj=Ov~=1;sin,#Ooun~#0:b,=a~~a~”~, 
hi = 1, et on choisit vi, vi. tels que n,v: - n:v, = 1 mod p). Notons Ki = K(b,V), 
K,, = K(b;‘P, b;‘P). 
(1) Le probleme de plongement (L/K, E) est resoluble si et seulement 
s’il existe deux elements y, et y, duns K,, verifiant les conditions suivantes: 
NK,2iK2 y, = [ila;‘la;l’l, NKIZIK, y, = ii’a;Za;“z, 
Y,t,(Y,)=Y2~2(Yl)r 
oti TV, t2 E G sont tels que b,: ‘!pz,(b,?‘) = [$I, 1 < i, j d 2, 6, designant le sym- 
bole de Kronecker. 
(2) Lorsqu’il en est ainsi, une solution du probleme (L/K, E) est l’exten- 
sion L(x’lP)/K avec 
oti k, E K,” est une solution non nulle arbitraire du systeme lineaire homogene 
ci p inconnues induit par l’egalite 
i~‘a’;‘d~;z,(k,)=k,N,,,,,, Y,. 
Demonstration. Traitons le cas des classes E = q,,,(~?,) + cLIK(ii,, ii’,) + 
EL,K(&, 5;)~ %I= a1 a, -W e/n; ti;‘&“;. Au vu de la demonstration precedente, il suf- 
fit de prouver le theoreme quand L = K(a:‘p, a;‘lP, al/P, a;‘lp). Posons 
6: = a+;““, i = 1, 2. On a E = ~L,K(~O) + c,,,(6,, 6; ) + ~~~~(6~~ b2). De plus 
{b, , 6’, , 6?, b2 } est une base de KX n L “PJK X p a laquelle correspond la 
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base {zl, t’,, r2, r;} de G delinie sur les racines p-iemes des 6, 6’ par 
b; l”Zi(bi”‘) = bj-l’Pz,!(bj”P) = [,,, i = 1, 2, tow les autres quotients &ant 
Cgaux a 1. 
(1) Supposons que E E Ker qLIK. Comme g,(z’, ) = 0, on a E = xLIK(w) 
pour un WE K(bf’p, 6:/p, b;““). Mais fJr;, t;) = 0 et g,(z;) = 0. On en 
deduit qu’il existe x E K,, congru a w modulo L xp; d’oti xLIK(x) = E. Soient 
x,,EL”, x:,=x-%,(x), x,;=x~;=~. On tire de fE(r,, t;)=O et 
fC(~l? r’,)=l, qu’il existe yi~K,~ tel que xr,=y,b;P”P. De m&me x7*= 
y2b;- ‘lp pour un y2 E K,,. Les conditions Cnoncees s’obtiennent alors en 
exprimant les valeurs de g,(t,), g,(rz), et la nullite de jE(r,, z2). 
(2) Inversement, observons que NK,,K([nPJIb; -‘IV~,,~~, y,) = 1, car G 
etant abelien, on a la commutation N,,(N,, y, ) = NJN,, y, ). I1 existe done 
un element non nul k, dans K, tel que ji;lr,(k,)=:p~“lb;-‘N,,,,,,~v,. 
Soit x=b;‘l’Pb$‘pk, y2rz(y:)...zr-2(yr-‘); on trouve: xp17,(x)= 
b;- ‘z$-‘( y:), .‘c~‘r~(x) =hJ-%$-‘( y<), et parla x~,~(x) = E. Q.E.D. 
Dans les exemples numeriques qui suivent, on a pris p = 3 et c3 =j = 
e2’n’3. Quant aux puissances fractionnaires, elles dtsignent des racines cubi- 
ques arbitraires mais Iixees. 
EXEMPLE. K=Q(j), L=K((2+6j)‘13, (37+36j)‘13, (140+ 1410j)1/3, 
(10600 + 7762j)‘13). La classe antisymetrique 
@ 35 = 
EL/, 
2 1 + 6j, + 30j + 3j 
181- SOj 
37 + 36j, 
70 + 705j 
est resoluble car les elements 
(1 -j)((2+6j)“3j-(37+36j)“3) 
“‘=(I +3j-(2+6j)1’3)(4+3j+(2+6j)‘/3)’ 
(2 + 6j)‘j3 
yz=(l -j-(37+36j)1’3)((2+6j)1’3-(37+36j)1’3) 
satisfont les conditions du (1) du Theoreme 2. Dans le (2), on peut choisir 
k, = 19 - 198j+ (2 + 6j)rf3 (136 + i9j) + (2 + 6j)2/3 (24 + 7j). 
Or Ker xLIK=KXLX3. Une solution du probleme resoluble (L/K, 13) est 
done l’extension L(x’13)/K oti 
19 - 198j+ (2 + 6j)l13 (136 + 19j) + (2 + 6j)2’3 (24 + 7j) 
(1-j-(37+36j)1’3)((2+6j)1/3-(37+36j)1/3) ’ 
(1 -j- (37 -t 36j)‘/3j)’ ((2 + 6j)1/3 - (37 + 36j)‘j3 j)* > 
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COROLLAIRE. Quels que soient les elements a,, a,, 5; E K X n L XP/KXP, 
vLIK(4 + ~~~~(2~ I 6 i est resoluble pour L/K si et seulement si 
&L,il,!r,,K(& i/J + E,c$/ti (aI, a’, ) est resoluble pour L( [:f’)/K, 
Demonstration. On envisage les differents cas de dependance lineaire de 
aI, cp, a,, a’, dans K x /K xp. L’equivalence resulte du (1) des Theoremes 1 
ou 2. 
TH~OR~ME 3. Pour une extension L/K de degrt; au moins egal a p5, soit 
E = ylL,K(~l) + EL,K(Z2,4) + E .,k(aj, a;) une classe de H’(G, pLp) dans 
laquelle ii,, a,, a;, a,, ii; sont des elements lintairement inde’pendants de 
K” nLxPIKXP. Notons Ki=K(a!IP) KV=K(a!@, a,?), 1 <i, j<3, KIz3= 
K(ailP, a:lp, a:lP). 
( 1) Le probltime de plongement (L/K, E) est resoluble si et seulement 
s’il existe trois elements y,, y,, y, duns K,23 verifiant les conditions suivan- 
tes: 
N KmlKn yl - -i P’ N K12)lK13 Y2 = aiy N KL~~/K~~ Y3 = ai5 
Yl~,(Y*)=Y,o,(Y,), Y,a,(Y,)=Y3Q3(Yl), Y2a2(Y3)=Y3a3(Y2), 
oc 01, 02, u3 E G sont tels que a,: “Pai(a~“) = (2, 1 < i, j< 3. 
(2) lorsqu’il en est ainsi, une solution du probleme (L/K, E) est l’exten- 
sion L(xlIP)jK avec 
oli k,, E Kn (resp. k, E K; ) est une solution non nulle arbitraire du systeme 
lineaire homogtne a p2 ou p inconnues (resp. p inconnues) induit par l’egalite 
402W12) = k12NK,,,lK,2Y2 (rev. 
ip~1(k,k,*)=k,k,2NK,23,K,2.v,). 
Demonstration. 11 suflit de prouver le theoreme quand 
L = K(af’r, a2 , UP d2uP, a;lP, (&UP). 
(1) Sous l’hypothbe E E Ker qLIK, on Ctablit d’abord que le probleme 
(L/K, E) admet necessairement une solution L(x”“)/K ou XE K,,,; puis on 
obtient les conditions Cnoncees en exprimant les valeurs des formes 
associees f, et g,. 
(2) Dans l’autre sens, on utilise essentiellement que G est abtlien. 
On a 
N 
~Wd~~,23/K12 y2) = NK,3/K,(NK,23,K,3 y2) 
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d’ou l’existence dun Clement k,* E KI; tel que a;a,(k,,) = k12NK,23,K,2 y,. De 
la mCme maniere, si y = [; ‘k,,a,(k;‘) N, ,*,, K,2 y,, on a NK1,,k2 y = 1. Or 
de la condition y,a,(y,) =y,o,(y,) suit 
(N,,Yz) M%,YI)= W,,Y,) ~,(N,,Y,). 
I1 en resulte que cr2 y =y, i.e. y E K,, d’oti Nk,,k y = 1, ce qui prouve 
l’existence d’un k, E K; tel que k;‘a,(k,) = y. 
L’ClCment x de l’enonce est alors dans f(L/K), et l’on s’assure que 
XL&) = 6 Q.E.D. 
EXEMPLE. K= Q(j), L = K(21’3, (2 + 3j)1’3, (2 -j)1’3, (4 + 9j)l13, 
(3 - 7j)‘j3). La classe 
& = VL,K(~) + ~~~~(4 + 9j, 4 - 2j) - ~,,,(2 + 3j, 75 + 62j) 
est resoluble car en prenant a3 = 2 + 3j, les elements 
y 
1 
= (4 + 9j)‘j3 -2’j3(2 + 3j)lj3 j 2’/‘((4 + 9j)l13 - 1) 
1 + 2113 , ” = (4 + 9j)‘P _ 21/3(2 + 3j)‘/3’ 
y3 = (4 + 9j)‘j3 ((4 + 9j)1’3 j2 - 2’13(2 + 3j)‘13) 
(4 + 9j)(l + (2 + 3j)‘13)(2 + (2 + 3j)1’3) 




Une solution du problime resoluble (L/K, E) est done l’extension 
L(x”~)/K oti 
x = 2’13( 1 + 21’3)(j- 21’3 + 22’3j2)(4j+ (4 + 9j)‘j3 + (4 + 9j)2’3) 
((4+9j)1’3j2-21’3(2+ 3j)1’3)((4+9j)1’3j-21’3(2+ 3j)1’3)2 
x(1+(2+3j)1~3)(2+(2+3j)1~3)(l+(2+3j)1~3j)2(2+(2+3j)1~3j)2~ 
4. TOUTS LES SOLUTIONS DU CAS LOCAL 
Considerons le sous-espace vectoriel de Ker qLIK engendrP par les classes 
resolubles admettant une decomposition numerique de la forme 
310 RICHARD MASSY 
VL,K(U + EL!K(CII > a’,). Appelons ses elements “classes de premiere espece 
pour L/K”, et notons le E’(LJK): 
E’(L/K)= ( (&EKer(p,,,/3a,,a,,a;EKY nLxP/KxP, 
8 = YL,K(&d + &,,,(a, 3 4) I >. (1) 
Definissons de meme le sow-espace des “classes antisymttriques de 
premiere espece” en nous restreignant aux combinaisons lintaires des 
classes ~,,~(a, ti’) resolubles: 
Ei(L/K)=((&~Kercp.,, n Hc(G, p/J/%, ii’ E K” AL XP/KXP, 
& = ELIK(ti, ii’)} ). (2) 
T&OR&E 4. Si K est complet pour une valuation discrite v ~5 corps 
r&duel fini, les classes rtholubles pour une p-extension abilienne Pkmentaire 
quelconque LJK sont toutes de premi2re esptke: 
Ker ‘PLIKn H2(G,pp)= Ei(L/K), Ker qLIK = E’(L/K). 
Demonstration. Le theortme etant evident dans la situation ou tout est 
resoluble, supposons cp L/K # 0. comme HZ@, L ’ ) est cychque par fe corps 
de classes local, Ker qLIK 
(cf. Sect. 2 (3)); 
est alors un hyperplan de H2(G, pp) 
1 a simplicite du cas local tient a cela: deux classes non 
resolubles et non cohneaires admettent toujours une combinaison lineaire 
resoluble non nulie. 
Soit (.;), le symbole de puissances p-iemes (ou symbole de Hilbert) 
sur K. 
-Lorsque le groupe de Kummer de L/K, de dimension d sur lF,, n’est 
pas orthogonal a pLp pour (.; > C, toute base {a,> r < iG dP, du noyau de la 
forme lineaire 
K” n LXP/KXP + F, 
induit la base {~L,K(tii)}l~r~dPl de Ker qLIKnH: (G,pLp) (cf. Theoreme 1 
(1)). 
-Lorsqu’ii nest pas totalement isotrope, considerons l’une de ses 
decompositions orthogonales: K ’ n L x P/K x p = P, I . . . I P, I . . . I P, 
I Rad, en plans hyperboliques P,, v = 1 . . . r. Soit { 6,,, ~ r, 6,” } une base de 
p,, et (62r+1 ,..., 6d} une base du radical Rad. D’aRres le Theo&me 1 (1 ), il 
n’y a que (d(d- 1)/2) - r classes r&solubles parmi les s,,,(6,, bi), 1 < i < 
j < d; ce sont celles du systeme 
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Pour le completer en une base de Ker rp,,, n H2 (G, ,u,,) de dimension 
d(d- 1)/2 - 1 (cf. Sect. 1 (5)), il sufht de lui adjoindre les r - 1 classes 
e,.,, v = 2.. . r, formees par une combinaison lineaire resoluble de 
hlK(h y b;) et Q&L 1, b;J. 
Traitons le cas ou K” n L “P/K xp n’est ni orthogonal a pLpr ni totalement 
isotrope. Le systeme libre: {~L,K(tii)}l~r~d~l u Su (e,,v}ZGvCr est d’ordre 
d(d+ 1)/2 - 2. Pour en faire une base de Ker qLIK, il suffit de lui adjoindre 
une unique combinaison lineaire resoluble de l’une quelconque des classes 
h&G- 1) by) avec une classe non resoluble q,,,(ti,). 
Au total, on obtient done que pour avoir Ker qLIKn 
H2 (G, pp) = EL (L/K) et du m&me coup Ker qLIK = E’( L/K), il s&t que 
les e,.,, v = 2 . . . r, soient dans EL (L/K). Or cela est bien clair car si par 
exemple (6,, bZ)u=[;f, (b3, b4)a=[T, n,, n,~[Fi, la combinaison 
lineaire 
n2ELIK(61 7 &2) - nlELIK(63, h4) 
- - 
=~~,,J&t$“l, b2b4)-n,~LlK(62, b-n2ELIK(h, 6,) 
appartient a EL (L/K), de meme que e,,? qui lui est colineaire. Q.E.D. 
EXEMPLE. K= Q,(j), L = K(j”‘, (1 -j)1/3, (1 + 3j)l13, (4 + 6j)‘13); L est 
corps de classes sur K pour K x3, et on a la decomposition orthogonale 
pour le symbole de puissances 3-iemes (., . ), 1 -i) (cf. [ 1, p. 163, 
Theorem 9]), 
-- 
Kx/KX3= {j, 1+3j} 1 (1,4+6j} avec 
(j, 1+3j),,-j)=j2, (l-j,4+6j),,-,,=j. 
Le Theoreme 4 est verilie du seul fait de l’appartenance a EL (L/K) de la 
classe 
~,~,(j, 1 + 3j) + ~~~~(1 -j, 4 + f~i) = EwAA~ -A, (1 + 3j)(4 + 63) 
- EL,&, 4 + 6j) - ~~~~(1 -.A 1 + 3i). 
Ce Theoreme 4 est une reponse complete (voir [6, p. 1581) a notre 
probleme de plongement dans le cas local: par lintarite, le Thtoreme 1 et le 
Theo&me 2 pour les classes ~~,~(a,) + eLIK(tiI, li;), suffisent a determiner 
les solutions de tout problbme resoluble. 11 n’en est pas de mCme dans le 
cas global (cf. Sect. 6). 
312 RICHARD MASSY 
5. CRITI~RE NUMI~RIQUE DE RBSOLUBILITB 
THBOR&ME 5. Soient E une classe de H’(G, pLp) - {0}, et 
VLjKtL50) + 2 Ef,jK(tii, G) 
i=l 
I’une quelconque de ses dkcompositions numhiques. 
(1) Lorsque K est complet pour une valuation disc&e v ri corps 
rhiduelfini, le probl4me de plongement (LfK, E) est rksoluble si et seulement 
si on a 
(4, ip>” fi (4, ai>, = 1 
i= 1 
ori (. ; > u dksigne le symbole de puissances p-it?mes sur K. 
(2) Lorsque K est un corps de nombres, le probkme (L/K, E) est 
r&soluble si et seulement si 1’6galitk du (1) a lieu en route place finie v de K. 
DPmonstration. (1) En considerant le groupe abelien libre F sur l’en- 
semble des couples d’tlements de K” n L([k”‘) XP/KXP, on construit une 
forme lineaire @ ~ E H2_ (G(L(cj’p)/K), pp)* telle que pour tout mot 
(C,, c;)“‘...(C,,C&)“m~F, 
@- f [ c nrEL( yjlK(Ei, 2:) = f n,lg( ( ci, c:),). i= 1 > i= 1 
Comme par definition EL (L([j’+‘)/K) c Ker @J _ , le Theoreme 4 conduit a 
1’CgalitC 
Ker @ _ = Ker (P~([F),~ n HZ (G(Ui,k’p)/K)y ~~1. 
Par le corollaire de la section 3, on obtient en particulier que 
v~,~(G) + ~~~~6% T G 1 E Ker rpLIK siet seulement si (c~,[~)~(c,, c:),= 1. 
Le (1) resulte alors de ce que Ker qLIK = E’(L/K). 
(2) Le principe local-global de [S, theoreme 21, peut s’enoncer ainsi: 
on a se Ker qLIK si et seulement si en toute place tinie v de K, la restriction 
de E au groupe de decomposition de v est resoluble pour l’extension com- 
plette L, = LKJK,: 
resG.G,E E Ker (PL,IK,, 
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Or il suit directement des definitions que 
i= 1 
oti le N designe les classes modulo K,“P. I1 suftit done d’appliquer le (1). 
Q.E.D. 
EXEMPLES. Par la formule donnant les valeurs dun symbole modere 
(cf. [ 7, p. 217]), et les valeurs du symbole sauvage (exemple au 
Theo&me 4) on veritie que les classes r&solubles des exemples de la sec- 
tion 3 satisfont bien les conditions du Theoreme 5 (2). 
Remarque. Le (1) du Theorbme 5 montre en particulier que tous les 
problemes de plongement (L/K, E) sont rtsolubles si et seulement si 
K” n L xp/Kxp est orthogonal a Jo, et totalement isotrope pour (.;),. Ces 
proprittes du groupe de Kummer de l’extension de base induisent en fait la 
m&me equivalence dans des situations plus gtnerales (cf. [4, Satz 3; 3, 
Sat2 3.51). 
6. UN IRR~DUCTIBLE DE SECONDE ESP~CE DANS LE CAS GLOBAL 
Reprenons la situation de l’exemple au Thtoreme 2: p = 3, c3 =j, 
K= Q(j), et 
L= K((2+ 6j)lj3, (37 + 36j)‘j3,(140+ 1410j)1’3, (10600+ 7762j)‘13). 
Modulo K x 3, les elements 
b,=2+6j, b2 = 37 + 36j, 
b = 35 +3Oj 
3 181-80j’ 
b = 1+3j 
4 70+ 705j 
constituent une base de K” n L ’ 3/Kx3. Les classes s E H2(G, ,u3) 
s’ecrivent done toutes sous la forme E = XI Q n d 4 x, r,,(&,) + 
c IG~<~'<~XIVCELIK (b-,, b-,,) ou x,, x,,,E IF, (cf. Sect. 1). D’aprb le 
Theoreme 5, on a E E Ker qLIK quand 
1 <lJ, <LjX n (b,, b,.);“‘= 1 
. . l<ncn’<4 
en les places finies v de K. Soient K, un complete de Ken v # 1 -j, et qv le 
cardinal de son corps residuel. Le quotient K,” /Ku” 3 est un plan engendre 
par les images de u = e2i”‘4V- ’ et v. Pour un element kE K,” de valuation 
nulle, avoir (k, v ), =j”, n E F,, signitie que k - u” mod K,” 3. Les images 
des b, dans K,,” JKux3 se calculent ainsi par la formule de [7, p. 2171, en les 
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places qui les divisent c’est a dire 2, 1 4 3j, 1 + 6j, 1 - 6j, 5, 7 + 6j, 10 + 3j, 
11 + Sj, 20 + 21j. Comme (II, t;), # 1, on obtient un systeme lineaire 
homogene de neuf equations d’inconnues les x n> -~mi, dont on deduit que 
necessairement 
Par consequent, l’espace des classes resolubles pour L/K est la droite 
qu’engendre la classe 0 = E LIK(bl, b3) +.s,,,(b,, b4) deja rencontree: Ker 
qLIK= (0, 0, -0}. On voit en particulier que le sous-espace des classes de 
premiere espece (cf. Sect. 4 (1)) est nul: E'(L/K) = (0). La classe 
8 E Ker cpLirc- E'(L/K) est done un nouvel irreductible du plongement 
resoluble par le fait qu’il est impossible de l’obtenir comme combinaison 
lintaire d’elements qLjR(tiO) + e,,,(ti,, a;) E Ker qLIK. Ceci conduit a definir 
le sous-espace E'(L/K) des classes dites “de seconde espece pour L/K" 
engendre par les elements de Ker qLIK admettant une decomposition 
numbrique de la forme n.,,(G,) + .sLIK(tilr Z;) + eLIK(ti2, a;), a, a’ variant 
dans tout le groupe de Kummer de L/K. A la difference du plongement 
local (Theoreme 4), le complementaire de E'(L/K) dans E'(L/K) n’est pas 
vide: 8 E E'(L/K) - E'(L/K). En de telles classes E, les solutions des 
problemes (L/K, E) sont donntes par le second cas du Theoreme 2 et le 
Theoreme 3. 
Mais il serait ttonnant d’obtenir du mCme coup les solutions de tous nos 
problemes de plongement globaux, car on ne voit pas de raison d’exclure 
l’existence d’extensions L/K de corps de nombres qui soient telles que 
E"( L/K) - E” ~ ‘(L/K) # @ pour des entiers n > 2. 
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